
�roda, 16 lipca, 2008

Zadanie 1. Wysoko±ci trójk¡ta ostrok¡tnego ABC przecinaj¡ si¦ w punkcie H. Okr¡g, którego
±rodkiem jest ±rodek odcinka BC i który przechodzi przez punkt H przecina prost¡ BC w punk-
tach A1 i A2. Analogicznie okr¡g, którego ±rodkiem jest ±rodek odcinka CA i który przechodzi przez
punkt H przecina prost¡ CA w punktach B1 i B2, za± okr¡g, którego ±rodkiem jest ±rodek odcin-
ka AB i który przechodzi przez punkt H przecina prost¡ AB w punktach C1 i C2.
Udowodni¢, »e punkty A1, A2, B1, B2, C1, C2 le»¡ na jednym okr¦gu.

Zadanie 2. (a) Udowodni¢, »e je±li xyz = 1 i »adna z liczb rzeczywistych x, y, z nie jest równa 1,
to speªniona jest nierówno±¢:
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(b) Udowodni¢, »e istnieje niesko«czenie wiele trójek liczb wymiernych x, y, z, ka»da z których jest
ró»na od 1, dla których speªniona jest równo±¢ xyz = 1 i dla których nierówno±¢ (N) staje si¦
równo±ci¡.

Zadanie 3. Udowodni¢, »e istnieje niesko«czenie wiele dodatnich liczb caªkowitych n, dla których
liczba n2 + 1 ma dzielnik pierwszy wi¦kszy ni» 2n +

√
2n.
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Czwartek, 17 lipca, 2008

Zadanie 4. Znale¹¢ wszystkie takie funkcje f : (0,∞) −→ (0,∞) (czyli funkcje okre±lone na zbiorze
wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych, których warto±ciami s¡ wyª¡cznie dodatnie liczby rzeczy-
wiste), »e równo±¢ (
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zachodzi dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych w, x, y, z speªniaj¡cych warunek wx = yz.

Zadanie 5. Niech n i k b¦d¡ takimi dodatnimi liczbami caªkowitymi, »e k ≥ n oraz k−n jest liczb¡
parzyst¡. Danych jest 2n lamp oznaczonych liczbami 1, 2, . . . , 2n. Ka»da z nich mo»e by¢ wª¡czona
lub wyª¡czona. W chwili pocz¡tkowej wszystkie s¡ wyª¡czone. Rozpatrujemy ci¡gi przeª¡cze«: za
ka»dym razem dokªadnie jedna lampa jest przeª¡czana, tzn. wª¡czona jest wyª¡czana, a wyª¡czona
� wª¡czana.

Niech N b¦dzie liczb¡ ci¡gów zªo»onych z k przeª¡cze« takich, »e po tych k przeª¡czeniach
wszystkie lampy oznaczone liczbami od 1 do n s¡ wª¡czone, a wszystkie lampy oznaczone liczbami
od n + 1 do 2n � wyª¡czone.

Niech M b¦dzie liczb¡ takich ci¡gów zªo»onych z k przeª¡cze«, »e po tych k przeª¡czeniach
wszystkie lampy oznaczone liczbami od 1 do n s¡ wª¡czone, a wszystkie lampy oznaczone liczbami
od n + 1 do 2n � wyª¡czone przy czym ani jedna z lamp oznaczonych liczbami od n + 1 do 2n nie
byªa przeª¡czana.

Znale¹¢ stosunek N/M .

Zadanie 6. Niech ABCD b¦dzie czworok¡tem wypukªym, w którym |BA| 6= |BC|. Oznaczmy
okr¦gi wpisane w trójk¡ty ABC i ADC odpowiednio symbolami ω1 i ω2. Zaªó»my, »e istnieje okr¡g ω
styczny: do póªprostej BA→ w punkcie le»¡cym poza odcinkiem BA, do póªprostej BC→ w punkcie
le»¡cym poza odcinkiem BC i który jest te» styczny do prostych AD i CD. Udowodni¢, »e punkt
przeci¦cia wspólnych stycznych zewn¦trznych do okr¦gów ω1 i ω2 le»y na okr¦gu ω.
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