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Zadanie 1. Wysokosci trojkata ostrokatnego ABC' przecinaja sie w punkcie H. Okrag, ktérego
srodkiem jest $rodek odcinka BC' i ktory przechodzi przez punkt H przecina prosta BC w punk-
tach A; i As. Analogicznie okrag, ktorego srodkiem jest §rodek odcinka C'A i ktory przechodzi przez
punkt H przecina prostg CA w punktach B; i By, za$ okrag, ktérego srodkiem jest srodek odcin-
ka AB i ktory przechodzi przez punkt H przecina prosta AB w punktach C; i Cs.

Udowodnié, ze punkty A;, Ay, By, By, C1, C5 leza na jednym okregu.

Zadanie 2. (a) Udowodni¢, ze jesli xyz = 1 i zadna z liczb rzeczywistych z, y, z nie jest rowna 1,
to spelniona jest nier6wnosé:
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(b) Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele trojek liczb wymiernych x, y, z, kazda z ktoérych jest
rozna od 1, dla ktorych spelniona jest rownosé zyz = 1 i dla ktorych nierownosé (N) staje sie
réwnoscia.

>1. (N)

Zadanie 3. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, dla ktérych
liczba n? + 1 ma dzielnik pierwszy wiekszy niz 2n + v/2n.
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Zadanie 4. Znalez¢ wszystkie takie funkcje f: (0, 00) — (0, 00) (czyli funkcje okreslone na zbiorze
wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych, ktorych wartosciami sa wytacznie dodatnie liczby rzeczy-
wiste), ze rownosé

(F)" + (F(@)" w2 422

f) + (=2 g+
zachodzi dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych w, z, y, z spetniajacych warunek wx = yz.

Zadanie 5. Niech n ik beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze k > n oraz k—n jest liczba
parzysta. Danych jest 2n lamp oznaczonych liczbami 1, 2, ..., 2n. Kazda z nich moze by¢ wlaczona
lub wylaczona. W chwili poczatkowej wszystkie sg wylaczone. Rozpatrujemy ciagi przetaczen: za
kazdym razem doktadnie jedna lampa jest przelaczana, tzn. wlaczona jest wytaczana, a wylaczona
— wlaczana.

Niech N bedzie liczba ciaggow zlozonych z k przelaczen takich, ze po tych k przetaczeniach
wszystkie lampy oznaczone liczbami od 1 do n sa wlaczone, a wszystkie lampy oznaczone liczbami
od n+ 1 do 2n — wylaczone.

Niech M bedzie liczba takich ciggéw zlozonych z k przelaczen, ze po tych k przetaczeniach
wszystkie lampy oznaczone liczbami od 1 do n sa wlaczone, a wszystkie lampy oznaczone liczbami
odn—+1do2n wylaczone przy czym ani jedna z lamp oznaczonych liczbami od n 4+ 1 do 2n nie
byta przetaczana.

Znalezé stosunek N/M.

Zadanie 6. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym, w ktorym |BA| # |BC|. Oznaczmy
okregi wpisane w trojkaty ABC i ADC odpowiednio symbolami w; i wy. Zalézmy, ze istnieje okrag w
styczny: do pétprostej BA™ w punkcie lezacym poza odcinkiem BA, do pétprostej BC™ w punkcie
lezacym poza odcinkiem BC' i ktory jest tez styczny do prostych AD i C'D. Udowodnié, ze punkt
przeciecia wspoélnych stycznych zewnetrznych do okregow w; i ws lezy na okregu w.
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